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1. feladat. Adott az M = {

III. orszagos magyar matematikaolimpia
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XII. osztaly — I. fordulo

2m +1
2n +1

m,n € Z} halmaz. Minden a,c € M és b,d € 7Z esetén

értelmezziik a G = M x 7Z halmazon a ,,0” miiveletet az

(a,b) o (¢,d) = (ac,b+d)

szaballyal.

a)
b)

Igazold, hogy az f: G — Q*, f((a,b)) = a - 2° fiiggvény bijektiv!

Igazold, hogy (G, o) Abel-csoport!

dr. Bencze Mihdly, Brasso

Elsé megoldds.  a) Igazoljuk, hogy f injektiv. Tegyiik fel, hogy f((ai,b1)) = f((az,bs)), ahol

by > by. Innen kovetkezik, hogy a; - 2" = a5 - 2°2, tehat

a1

a2

21)271)1

a
Mivel az — tért felirhaté két péaratlan egész szam ardnyaként és by — by € N, innen kovetkezik,
a2

hogy 2%27% = 1, vagyis b, = by. Ez viszont azt eredményezi, hogy a, = as, tehat f injektiv.

(2 pont)
Igazoljuk, hogy f sziirjektiv. Legyen p € Q*. Meghatarozunk egy-egy olyan ¢ € M és k € Z
szamot, amelyre ¢ - 2¥ = p. A p racionalis szam irreducibilis tort alakban vett felirasabol ko-

. or
vetkezik, hogy vagy p = m , vagy p = m2 , ahol m, n paratlan egészek és relativ primek,
n-2"
valamint » € N. Ha p = : ,akkorq:mGMéSk:TEZ,hapedigp: 2,akkor
n n-2"
q= "™ ¢ Mésk=—rcZ. Tehat az f figgvény sziirjektiv. (3 pont)
n
b) Igazoljuk, hogy f mivelettarto. Valoban,

f((a,b) o (c.d)) = flac,b+d) =ac-2""" = (a-2°) - (c-2) = f((a,])) - f((c,d)),
minden (a,b), (¢,d) € G esetén. (2 pont)
Mivel f mivelettarto és bijektiv, valamint (Q*, -) Abel-csoport, kévetkezik, hogy (G, o) is Abel-
csoport és izomorf a (QF, -) csoporttal. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
[
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III. OMMO - XII. osztaly

Masodik megoldds a b) alpontra.

paratlan,,
»paratlan
ilyen alaki, valamint az egész szdmok Osszege bels6 miivelet a Z-n.

e A 0" miivelet bels§ miivelet a G-n, mivel alakt racionalis szamok szorzata ugyan-

A 0" miivelet asszociativ, mivel a szorzas asszociativ a Q* halmazon, tehat akkor az M C Q
halmazon is az, valamint az egész szamok Osszeadésa asszociativ.

e A 0" miivelet kommutativ, mivel a szorzas kommutativ a Q* halmazon, tehat akkor az M C Q
halmazon is az, valamint az egész szamok Osszeadasa kommutativ.

A 0" miiveletre vonatkozoan (1,0) semleges elem, mivel (1,0) € G, illetve (a,b) o (1,0) =
(a-1,b+0) = (a,b) minden (a,b) € G esetén és a kommutativitast mar igazoltuk.

1 2
Ha a € M, akkor — is ,,%” alaku, tehat eleme M-nek, és igy az (a,b) € G inverze a ,,0”
a

1
miveletre nézve az <—, —b) € G elem. (4 pont)
a

Harmadik megoldds a b) alpontra. Igazoljuk, hogy (M, -) részcsoportja a (Q*, ) csoportnak. A rész-
csoportok jellemzési tétele alapjan elég belatni, hogy M nem iires, valamint hogy ha ai,as € M,

a .
akkor — € M. Mindkeét allitas nyilvanval6: egyrészt 1 € M, mésrészt két ,,W”
as paratlan

aranya is ugyanilyen alaku.
Felhasznalva a ,,0” miivelet értelmezését, kovetkezik, hogy a (G, o) algebrai struktura az (M, -) és
(Z,+) Abel-csoportok direkt (Descartes) szorzata, tehat Abel-csoport. (4 pont)

alakt szdm

3

2. feladat. Hatarozd meg az f: (O, Z) — R,

1
cos x(1 — sin 2z)

fz) =

fiiggvény primitiv fiiggvényeit!

Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti

FElsd megoldds. A kovetkezd atalakitédsokat végezhetjiik el:

1 1 n 2sinx 1 n 2sinx (2 £)
= = . on
cosx(l —sin2z) cosx 1—sin2x cosz  (sinz — cosx)? p

Ez alapjan a kiszamoland6 integrél felbonthato az I = I; + I, 6sszegre, ahol

1 COS T 1 sinz — 1
L= dr= [ ——F = ——In| ol 4e
! /cosx . / sinz —1 o 2 . sinﬂl:—l—l‘+ !
1 1—sinzx T
() e e (0,1, 2 pont
2n(1+sinx)+ ! ve 4 ( pon)
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III. OMMO - XII. osztaly

valamint I, = 2 - / & S 2 dz. Vezessiik be az
sinx — cosx
sin x Ccos T
/ (sinz — cosx)? v / (sinz — cosx)? ’ (1 pont)

jeloléseket. Innen kovetkezik, hogy

1
sinx — cosx 2 sin (x— E)

2 sin (v — 2 2 Jcos(z—7F)—1
_ £ in (z — §) do — V2 . (- %) e
2 1—cos? (z — %) 4 cos(z— %) +1
2 sin(5—% 2
VG e VR (g (2o T)) e vee (05), (@ pony
2 cos(3-1%) 2 2 8 4
valamint
(sinz — cosx) 1 T
F+G= , de =————+0(C3, Vze (O,—). (1 pont)
(sinz — cosx)? sinx — cos x 4
Az el6bbi Gsszefiiggések alapjan irhatjuk, hogy
\/§ r T 1
I, = 2F — (F — F _ Vo (t (———))—— , 1 pont
2 ( G+ (F+G) 2 S 2 8 sinx—cosx+c (1 pont)
tehat
1 1—sinx V2 r 7 1 T
enanm () VR Ty L e e (0T,
1 b 2n<1—|—sinx)+ o M\ 73 Sinx—cosx+ re 4
(1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
Mdsodik megoldds. Alkalmazzuk a tgg = t helyettesitést. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy a kiszamolandoé integral
1 2
J = 5 - dt
12 (2t—1+t2) 14+ ¢2
1442 1442
(1+)?
=2 dt. 2 t
/ 1—2)(2+2t— 1) (2 pont)
Az egyenld egyiitthatok modszerét alkalmazva irhatjuk, hogy
(1+t%)? A B C D E F
— S = - - -+ - - ,
(I=t)(2+2t—1)2 t+1 t—1 t—1++v/2 (t—14+vV2)2 t—-1-V2 (t—1-+2)2
(1 pont)
ahonnan a szdmolasok elvégzése utan az
1 1 1 -2 2 1 2 2
A:—,B:——,C’:—,D:i,E:—— és F = +v2 (3 pont)
2 2 2v/2 2v/2 2v/2 2v/2
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III. OMMO - XII. osztaly

egyiitthatokhoz jutunk. Tehat

T T 1 T 2 -2 1
Iz—ln’t—+1’+ln‘t——1‘——1n‘t——1+\/§— : +
&3 &2 N VI tgi-1+2
1 x 2+2 1 ™
+—ln‘t ——1—\/5‘—1— . +C, VxE(O,—). 2 pont
oA 2 wIoiovh 1 (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|
Harmadik megoldds. Legyen
1
I = dx.
/ cos z(1 — sin 2x) v
At= tgg helyettesitéssel kapjuk, hogy
1 2 2(t2 +1)?
I:/ 1-¢2 12 2t \ 2 dt:/ 2 2( +2) oy
1+t2 (1 _21+t2 1+t2) 1+t (1 —=2)((t2 4+ 1)2 —4t(1 — t?))
4t1—t2 4t(1 —t? 1 4t
/ 1 —#) + 41 )dt:2/ + dt
1—t2 +1)2 — 4t(1 — 2)) 11—t (1241)2—4t(1 —t?)
4t 1 4t
=2 dt =2 dt
/(1—t2 t2+2t—1)) /(1—t2+((t+1)2—2)2)
/ at+1) 4 &t
—e " (t+1)2-2)2 ((t+1)2—2)2
2 (1+1t)?) 1
= dt + 4 dt — dt. 4 t
/1—252 i /((1+1&)2—2)2 8/((t+1)2—2)2 (4 pont)

Mivel ¢ € (0,1), ezért

1+t 4
=1 - —8 dt.
STttt 1z-2 /((t+1)2—2)2

1
A kovetkezdkben kiszamoljuk a J = / W du integralt. Vegyiik észre, hogy
u —

1 u? —2 u?
= —du= | —————du—2J. 1
/ 5 du / [ — 27 du / (= 0)° du —2J (1 pont)

Innen kovetkezik, hogy

1 u? 1 1 1 (u?) 1 1
2/(u2—2)2 “ 2/u2—2 “ 4/(u2—2)2““ 2/u2—2 “
w1 1 1 L
a2 i) w2 2) wr—2

1 u 1/ 1 1 1 \/ﬁ—u
= - — — —du = — —
42 —u?2 4 ) u2 -2 8 2—u2 \/_—l—u
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III. OMMO - XII. osztaly

A fentiek alapjan

1+t 4 2(t +1) 1 |V2—t—1

I=In - - +—In|[——

1—t (t+12-2 2—(t+12 2 |V24+t+1

2t — 2 L+t 1 V2—-1—t

= —|—1Il + —h— 1 ont
(t+1)2—-2 I—t V2 Vo+1+t (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

3. feladat. Adott az a < 1 valés szam. Hatarozd meg az 6sszes olyan x, y, z valos szamot, amelyekre

3(a+1)
2 )

rt+yt+z= Ty +yz + z2x = 3a

és az ryz értéke a lehets legkisebb! dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldas. Tekintsiik az f: R — R,

ft) =t =2)t —y){t - 2)

harmadfoku fiiggvényt. (2 pont)
Irhatjuk, hogy

1
f@) =t~ (v +y+2)t* + (zy +yz + 22)t — ayz = t° — @ﬁ%—?’at—xyz,
igy f'(t) =3t> = 3(a+ 1)t +3a = 3(t — a)(t — 1). (1 pont)
A fiiggvény valtozéasi tablazata
t —00 a 1 +0o0
O + + + - - - 0 + + +
f@) | —o0 2 fla) N N N f(L) S Foo
(1 pont)
Kiszamoljuk az f(a)-t és az f(1)-et:
1 5(3 —
fla) =a®— % -a® +3a* — ryz = - (32 9 Yz,
1 —1
f()y=1- B(CL; ) +3a —xyz = 3a2 — xyz. (1 pont)

Mivel az z,y, z valos szamok f-nek gyokei, ezért az egyik a (—oo, a] intervallumban van, a masik az
[a, 1]-ben, a harmadik pedig az [1,400)-ben. Tehat f(a) > 0 és f(1) < 0, vagyis

a2(3—a)> >3a—1
— > ayz :
2 e

(2 pont)

Innen kovetkezik, hogy ahhoz, hogy zyz minimalis legyen, kell teljestilnie az f(1) = 0 feltételnek,
vagyis az x,v, z koziil kett§ egyenld kell legyen 1-gyel. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy
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III. OMMO - XII. osztaly

3a—1

y = z = 1. Innen kovetkezik, hogy = = , ami kisebb a-nal, mert a < 1. (1 pont)

Osszegezve a fenti eredményeket, a megoldashalmaz

30— 1 30— 1 30— 1
M=2(22"2 1), (1,22== 1) (1,1, . (1 pont)
2 2 2

Hivatalbol (1 pont)

4. feladat. A (G, ) csoportban teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

a) a G elemeinek szama p", ahol p primszam és n > 2 természetes szam;
b) ha H; és H, olyan részcsoportjai a G-nek, amelyekre |H;| = |Hs|, akkor H; = H,.

Igazold, hogy G-ben van olyan elem, amelynek a rendje p™.

Baja Zsolt, Kolozsvar
Lukdcs Andor, Kolozsvdr
Totos Gyorgy, Kolozsvdr

Megoldds. Tegyiik fel, hogy nem létezik olyan x € G, amelyre ord(x) = p™. Innen Lagrange tétele
alapjan kovetkezik, hogy minden z € G esetén ord(x) = p* alaki, valamilyen k € {0,1,...,n — 1}
értékre. (2 pont)
Legyen

Ap={rcG|odr=p"}, Vke{0,1,....,n—1}.

n—1
Mivel G = |J A kovetkezik, hogy

k=0

3
,_.

EES N (1)

0

i

(2 pont)
Legyen zo € G gy, hogy ord(zy) = p*. Ha létezik y € G 1gy, hogy ord(y) = ord(z), akkor

k 3 k
{zo, 25, .. af b es {y.y’. 0"} (2 pont)

ugyanannyi elemi részcsoportjai a G-nek, tehat a b) feltétel alapjan megegyeznek. Ez viszont azt
jelenti, hogy y € {xo, 23, ... ,mgk}. Innen kovetkezik, hogy

Ay = {z € G | ord(z) = ord(zo)} C {z0,22,...,20 }, (2 pont)

vagyis |Ag| < p¥. Felhasznélva az osszefliggést, kovetkezik, hogy

\G\<Zk

’I’L

<p _1<p ‘G’,

ami ellentmondas. Tehat létezik olyan x € G, amelyre ord(z) = p". (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[

6/6



