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VIII. osztaly
1. feladat. Oldd meg a valos szamok halmazan a kévetkezs egyenletet:
(227 — 2z + 3)(45y° — 30y + 41) = 90.

dr. Bencze Mihdly, Brasso

Megoldds. A megadott egyenlet ekvivalens az

1\* 5 1\* 4
o) 22 =2 £ 2] =1 3 pont
[(x 2) +4] [(y 3> —1—5 (3 pont)
egyenlettel. Mivel minden x,y € R esetén
12+5>5 ) 12+4>4 (2 pont)
r— = - > - és - = - >- on
2) T4 Y73) T5= 5 P
ezért minden x,y € R esetén
1\? 5 1\* 4
e B ) R | 1 pont
[(:U 2) —1—4 [(y 3) —1—5 > 1, (1 pont)
1\? 1\?
és egyenlGség akkor és csak akkor allhat fent, ha <:U — 5) =0és (y - §) =0. (1 pont)
Innen kovetkezik, hogy az egyenletnek egy megoldésa van:
r =1
2 (1-1 pont)
Y=g3-
Hivatalbol (1 pont)
[ |

2. feladat. Igazold, hogy

T—1
¢ T barmely n € N* és a € R\ {1} esetén;

a) l+a+ad*+---+a ! =
a_

b) 2020292° — 1 oszthato 2019-cel;

2020202 — 1

c) 5010 nem teljes négyzet!

Kovdcs Bdlint, Székelyudvarhely
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[II. OMMO - VIII. osztély

Megoldds.  a) Irhatjuk, hogy

S=1+4+a+a*+-+a""!
a-S = at+a’+---+a" " +a" (1 pont)

Az also egyenldségbdl kivonva a fels§ egyenléség megfelels oldalait, azt kapjuk, hogy S(a—1) =
a"” —1

a"—lésigyS:a_l. (1 pont)
b) Alkalmazzuk az a) alpontban bizonyitott egyenléséget a = n = 2020 esetén. (1 pont)

Ekkor irhatjuk, hogy

202077 -1 + 2020 + - - - + 20207 (1 pont)

_—m “ .. On

2019 ’ P
ahonnan
2020220 — 1 = 2019(1 + 2020 + - - - + 2020%°"),

vagyis 20202°20 — 1 oszthat6 2019-cel. (1 pont)

¢) A reductio ad absurdum modszerét alkalmazzuk. Legyen

20207020 — 1

=1 2019
5019 + 2020 + --- 42020

S

és tételezziik fel, hogy S teljes négyzet. Mivel S pératlan, ezért létezik k € Z gy, hogy

S=2k+1)>=4k* + 4k +1=4k(k+1)+1. (2 pont)
N——

12
Ebbél kovetkezik, hogy
2020 + 20207 + - - - + 20207 = 2020(1 + 2020 + - - - + 2020%°9)

oszthato 8-cal, ami ellentmondas, mert 2020 = 4 - 505 és 1 4 2020 + - - - 4+ 2020%°*° paratlan.
(2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

3. feladat. Btivos piramist épitenek 1 cm oldaléli kockakbol. Ennek minden szintje négyzet alaki
és a szintek rendre n?, (n—1)2, ..., 32, 22, 12 darab kockat tartalmaznak. Miutdn egymashoz rogzitik
az épitdelemeket, egy 2352 cm? teljes felszini testet nyernek. Héany szintes az elkészitett piramis?

Hodgyar Edit, Micske

Megoldads.
Az n szintii piramis alaki test vizszintes oldallapjainak az Osszteriilete 2n? cm?, (2 pont)
fiiggbleges oldallapjainak az Osszteriilete pedig

144244344+ +4-n=41424+3+---+n)=2(n+ 1)n. (2 pont)
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[II. OMMO - VIII. osztély

Innen kévetkezik, hogy az elkésziilt piramis felszine
2n% +2(n + 1)n = 2n% + 2n® + 2n = 4n* + 2n = 2n(2n + 1). (2 pont)

A megadott feltétel alapjan innen azt kapjuk, hogy 2n(2n + 1) = 2352. Viszont a 2352 szam két
egymasutani természetes szam szorzatara egyediil csak a 2352 = 48 - 49 modon bonthato fel.

(2 pont)

Ez alapjan 2n = 48, vagyis n = 24. Tehét 24 szintes a 2352 cm? feliilet piramis. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat. Az o, § és v harom paronként egymasra merdleges sik, melyek az O pontban metszik
egymast, a teret 8 térnyolcadra osztva. Legyen A azon pontok halmaza a térben, melyek tavolsaga
az «, 3 és v siktol rendre 8 cm, 6 cm és 4 ¢cm, valamint B azon pontok halmaza a térben melyek
tavolsaga az «, ( és ~y siktol rendre 12 cm, 9 cm és 6 cm.

a) Igazold, hogy létezik, olyan P € A és ) € B, amelyre az O, P és () pontok kollinearisak!

b) Hany olyan paronként egyméssal nem egybevago téglatest létezik, amely rendelkezik az alabbi
két tulajdonsaggal:

— lapjai rendre parhuzamosak az «, 3, v sikok valamelyikével;

— van olyan testatloja, amelynek az egyik végpontja az A, a masik pedig a B halmaz eleme?

c) Mennyi lehet a P(Q) szakasz hossza, ha P € A, () € B és mindkét pont ugyanabban a térnyolc-
adban helyezkedik el?

Csdszdr Sandor, Csikmadaras

Megoldds. Vezessiik be az Ox = Ny, Oy =anNy és Oz = aN f jeloléseket.

a) A Pe A @ € B és O pontok csak akkor lehetnek kollinearisak, ha a P és ) pontok vagy
ugyanabban, vagy ellentétes térnyolcadban vannak. (1 pont)

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor P és () ugyanabban a térnyolcadban vannak.
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[II. OMMO - VIII. osztély

Legyen A és B a P és (Q pont ~ sikra es6 vetiilete, valamint A" és B’ az A, illetve B pont
Oz-re es6 vetiilete. ElGszor igazoljuk, hogy O, A és B kollinearis. Ennek feltétele, hogy
A'OA = B'OA. Az AA'O és BB'O derékszogii haromszogekben

AA" 6 8 AO

BB 9 12 BO’
tehat a haromszogek hasonlok, ahonnan kovetkezik, hogy O, A és B kollineéris. (2 pont)

Mivel PA és @B merd6legesek a v sikra, ezért A, B, P, Q) és O ) ugyanarra a sikra illeszkednek.

Ahhoz, hogy O, P és @ kollinearis legyen, elég igazolni, hogy AOP = BOQ Az AOP és BOQ

derékszogi haromszogekben
OA 10 4 PA

OB 15 6 QB
igy a haromszogek hasonlok, tehat O, P és @ kollinearis. (2 pont)
Ha P és @) ellentétes térnyolcadban van, akkor a P, () és O pontok kollinearitasa visszavezets-
dik, a P, )’ és O pontok kollinearitasara, ahol Q)" a () pont O szerinti szimmetrikusa.

b) Legyen P € A és @Q € B. Megszerkesztjiik azt a téglatestet, amelynek oldalai rendre parhuza-
mosak az «a, [, v sikok, valamelyikével és amelynek egyik testatloja PQ. Legyen rendre a, b és
¢ a megszerkesztett téglatest Ox-el, Oy-nal, illetve Oz-vel parhuzamos oldalainak hossza.

Felirhatjuk, hogy
=[(£8) = (£12), b= |(£6) = (£9)] & c=|(£4) — (£06)],

ahonnan

a€{4,20}, be{3,15} ¢és ce {2,10}.

Ez alapjan 8 darab paronként nem egybevagd téglatest 1étezik, ezek méretei rendre

(4,3,2); (4,3,10); (4,15,2); (4,15,10); (20,3,2); (20,3,10); (20,15,2); (20, 15,10).
(2 pont)

c) A PQ egy olyan téglatestnek a testatloja, amelynek az élhosszai rendre 12 —8 =4, 9 — 6 = 3,
6—4

= 2. Ekkor PQ = /16 + 9 + 4 = v/29. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|
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