NERY

i
SER MINISTERUL .~ | INSPECTORATUL N %
-\. EDUCATIEI §1 [ | SCOLAR JUDETEAN 1. DE%%\Q 0~h
@5 CERCETARII & V4| HUNEDOARA LT XXX. vtms-soe

III. orszagos magyar matematikaolimpia

XXX. EMMV
Déva, 2020. februar 11-16.

XI-XII. osztaly — II. forduld

1. feladat. Ha egy haromszog oldalhosszai a, b, c > 0 és a teriilete 7', akkor igazold, hogy

T< ?(ab%— bc + ca),

és egyenlGség csak az a = b = ¢ esetben all fenn! Szilagy: Zsolt, Kolozsvdr

A 0B )
be sin T ca sin T absin C teriilet.

képletek segitségével a feladatban szerepls egyenlGtlenség rendre a kévetkezd formakba irhato:

Elsd megoldds. A szokésos jeloléseket hasznalva, a T =

T< ?(@b%— bc + ca),

3 2T 2T 2T

T< £ - + — + = )
12 \sinC sinA sinB

6 1 1 1

— < : 1
\/§_sinA+sinB+sinC’ (1)

(2 pont)
Mivel A, B,C € (0,7), ezért sin A,sin B,sin C' > 0, igy alkalmazhatjuk a szdmtani és harmonikus
kozepek kozti egyenlStlenséget:

1 1 1
sin A + sin B + sin C' 3

3 ~ sinA+sinB+sinC’

(2)

(2 pont)
Ugyanakkor, mivel a szinuszfliggvény konkav a (0,7) intervallumon, a Jensen-egyenlGtlenség értel-

A+B+C inA+sinB+sinC
mében sin( o ) > A SH; s , ahonnan (3 pont)
3 1 2
n - - > = . (3)
sin A +sin B+ sinC sin ¥ V3
1 1 6

A (2) és (3) Osszefliggésekbdl kovetkezik, hogy (1 pont)

- + - + = > —.
sinA  sinB  sinC ~ /3
Mivel a szinuszfiiggvény a (0, ) intervallumon szigortan konkév, ezért a Jensen-egyenlétlenségben
pontosan akkor van egyenl@ség, ha A = B = C vagyis a haromszog egyenld oldalu, és ebben az esetben

a (2)-es egyenl6tlenségben is teljesiil az egyenldség. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

Megjegyzés. Az (1)-es egyenl6tlenség a kovetkezSképpen is bizonyithato:
1
Tekintsitk az f : (0,7) — R, f(x) = —— fiiggvényt. Ekkor f'(z) = ——0" ¢
sin x

- és
sin? z

sinz -sin®x + cosx - 2sinx - cos sin?x 4+ 2cos? 1+ cos?zx

f//(l'): 4 = -3 - -3 >0;

Si- T s T s T

minden z € (0, 7) esetén, tehat f konvex a (0, 7) intervallumon. Igy a Jensen-egyenlétlenség alapjan

f(x)"‘féy)""f(z) Zf(#)> Va,y,z € (0,m).

Az x = A, y = B, z = C valasztésra

f(A)+ f(B) + f(O) A+B+C
3 > f (T), azaz

(R B >3f<7r>_3_3_6
sinA  sinB sinC — 3/ sinT V3 /3

3 2

Masodik megoldds. A haromszog teriiletére felirjuk Héron-képletet:

b
T=+s(s—a) (s—b) (s—c), ahols:%—i_c.
A gyok alatt szerepl$ szorzoétényezdket az
:(b—irc)—l—a’S_a:(b~|—c)—a’S_b:a—(b—c)jS_C:a+(b—c)7
2 2 2 2

alakba irva a roviditett szamitasi képletek alapjan kapjuk, hogy

(b+c)?—a® a®—(b—0c)

s(s—a)(s—=b)(s—c) = 4 1

%[ (bt (b —d (b )]
4—12[b2+2bc—|—c —((b+¢)-(b—¢)* —a*+a®- (b° — 2bc+ %]
%[QbQ—l—c )-a® = (b —c?)* —a']

:41 (202a —|—2a2b2+2b202—b4—c4—a4).

Mivel a,b,c,T > 0, ezért a feladatbeli egyenl6tlenség atirhato

3 3
T < \1/2_(ab—|—bc+ca) — T? < @(ab+bc+ca)

alakba. Felhasznalva az el6bbi szamolasokat a kovetkezd egyenlGtlenséghez jutunk:

(a262 + % + 2a® + 2a*be + 2b%ca + 202ab) ,

1 1
=z (202a2 +2a%b? + 2% — bt — &t — a4) < 32

Beszorozva 3 - 42-tel és egy oldalra hozva a tagokat kapjuk, hogy

3a* + 3b* + 3¢* — 5a%b? — 5b%c? — 5c¢%a® + 2abe + 2b%ca + 2¢%ab > 0.
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

Az a*, b, ¢* tagok felhasznalaséval teljes négyzeteket alakitunk ki, majd a maradék tagokkal is ha-
sonloan cseleksziink. Ezt a kovetkezs csoportositéasokkal érjiik el:

[3&4 + 3b* + 3¢t — 3a?b* — 3% — 3c2a2] — 2a%b% — 20°¢* — 2¢%a® 4 2a’be + 2b%ca + 2¢%ab > 0,

3

2 [(a* — 220> + b%) + (b* — 26°¢° + ¢*) + (¢! — 2¢a® + )] — (a®b* + b°¢® — 2b°ca)
—(b*c? + a® — 2¢%ba) — (a® + a®b? — 2a*be) > 0,

; [(a® = b°)* + (b* = *)* + (¢® — a*)?] — (ab—bc)® — (be — ca)? — (ca — ab)* > 0.

Az igy kapott teljes négyzeteket a kovetkezSképpen csoportositjuk:

% [(a® = 0% 4+ (07 — 2 + (& — a)?] + [(® — )2 — (be — ca)?] + (B — *)? — (ca — ab)?]+
+[(¢* = a®)* — (ab — be)?] > 0,
% [(a® = 0% + (0 = )? + (¢ = a®)?] + (a = b)* - [(a+b)* =] + (b= ¢)* - [(D+ ¢)* — a®|+

+(c—a)?-[(c+a)> = b*] > 0.

V3

Osszegezve az eddigi szamitasokat, a T < E(ab—i—bc—l—ac) egyenlGtlenség egyenértéki a kovetkezovel

[((@® =)+ (b* = )P+ (= a®)’] + (a=b)* [(a+b)* =]+ (b—c)* [(b+¢)* — a®]+
+e—a)* [(c+a) = b >0. (1)

N —

Igy elég belatni, hogy (a +b)? —c® >0, (b+c)? —a? >0, (c+a)?> — b* > 0, amiket a haromszog-
egyenlGtlenségek négyzetre emelésével kapunk:

a+b>c = (a+b)?>c"
b+tc>a < (b+c)?>a®> <= (b+c)*—a>>0,
cta>b = (c+a) >V —

Az (1)-es egyenlStlenségben az egyenldség pontosan akkor all fenn, ha az 6sszeg minden tagja nulla.
Innen kovetkezik, hogy a = b = c. [ |
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

2. feladat. Egy (3n+2) X (4n+3)-es, egységnyi négyzetekbdl 4llo tablazat minden harmadik soranak
és minden negyedik oszlopanak keresztez&désében talédlhatd négyzetét feketére festettiik. Héanyféle-
képpen oszthato fel a tablazat a racsvonalak mentén egyenesekkel gy, hogy minden darabban legyen
legalabb egy fekete négyzet? Az egyben hagyott tdblazat is egy felosztasnak szamit. A kifestett tabla
n = 3 esetén a kovetkezd.

Ddvid Géza, Székelyudvarhely

Megoldds. Valasszunk ki egy olyan sort, amelyben fekete négyzetek vannak. A felosztas barmely
fiiggbleges vagéasa, valamelyik két szomszédos fekete négyzet kozott kell athaladjon. Ugyanakkor a
kivalasztott sorban 1évé barmely két szomszédos fekete négyzet kozott legtobb egy vagas lehet. Ezért
vagy nincs vagas, vagy pedig egy vagas van a két négyzet kozotti négy darab réacsvonal valamelyike

mentén, ami osszesen Ot lehetGség. (3 pont)
Két szomszédos fekete négyzetet az adott sorban (n — 1)-féleképpen vélaszthatunk ki, ezért a fiiggs-
leges vagasokra 5" ! lehetdség van. (3 pont)
Anal6g modon a vizszintes vagasokra 4" ! lehet&ség van. (2 pont)
Igy a tablazat felosztasara 57! - 4"~! = 20"~! lehetdség van. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

[

3. feladat. Ha p > 3 primszam, akkor mennyi lehet (p — 1) darab szamtani haladvanyban all6 egész
szam szorzatanak a p-vel vald osztasi maradéka?

Kowdcs Bdlint, Székelyudvarhely

Megoldas. Legyen a p — 1 db szam névekvs sorrendben
x, x+r, x+2r, ..., x+ (p—2)r,

ahol z € Z és r € N.
Ha a haladvany valamelyik tagja oszthato p-vel, akkor a szorzat p-vel valo osztési maradéka 0.
(2 pont)
Ha egyik tag sem oszthato p-vel, akkor két esetet kiilonboztetiink meg.

e Ha p osztja az r-et, akkor a szorzat p-vel vald osztési maradéka egyenld 2P~ 1-nek a p-vel valo
osztési maradékaval. Mivel egyik tag sem oszthato p-vel, igy z se, tehat (p,z) = 1. A kis
Fermat-tétel szerint 2P~ !-nek a p-vel valo osztési maradéka 1. (3 pont)
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

e Ha p nem osztja az r-et, akkor (p,r) = 1. Megvizsgaljuk, hogy a haladvany két kiilonbozs
tagjanak lehet-e azonos a p-vel valé osztasi maradéka.

Ha z + ir = x + jr (mod p), akkor r(i — j) =0 (mod p).
Mivel (p,r) =1, ezért (i —j) =0 (mod p), de 0 <i,j <p—2ésigyi=j.

Azt kaptuk, hogy a p — 1 tagbol allo haladvany tagjainak a p-vel osztasi maradékai paronként
kiilonbozéek. Mivel egyik tag sem oszthato p-vel, ezért a tagok p-vel valo osztasi maradékainak
halmaza pontosan

{1;2;...;p—1}.
Igy a tagok szorzatanak p-vel valo osztasi maradéka egyenls a (p — 1)-nak a p-vel valo osztési
maradékaval, ami a Wilson-tétel alapjan p — 1. (4 pont)
Tehat a lehetséges maradékok: 0,1, p — 1.Hivatalbol (1 pont)

4. feladat. Egy haromszog koré irt kor sugara 5 cm és az oldalhosszai, centiméterben kifejezve,
természetes szamok. Mennyi lehet a haromszog teriilete?

David Géza, Székelyudvarhely
Szilagyi Judit, Kolozsvdr

Megoldas. Jeldlje a,b,c € N* a haromszog oldalainak hosszat és tételezziik fel, hogy a < b < c.

A szinusz-tétel értelmében 4 4

sin A = SE=10 € Q, (1 pont)

a koszinusz-tétel értelmében pedig

b2 4 2 — g2

A= ——r—— : 1 t
cos b €eQ (1 pont)
Ugyanakkor
100 — a?
2 A=1—g¢i 2 A= -
cOS sin 100 € Q,
igy létezik olyan k € N, amelyre 100 — a® = k?, ahonnan 100 = a® + k2. (1 pont)

Innen kévetkezik, hogy a = 10, vagy (a, k, 10) egy olyan pitagoraszi szamharmast alkot, amelynek a
legnagyobb eleme 10.

Ugyanez a masik két oldalra is fennall.

Mivel azok a 10-nél kisebb szamok, amelyek a 10-zel pitagoraszi szamharmast alkotnak csak a 6
és a 8, ezért a haromszog oldalai csak a 6, 8 és 10 szamok koziil keriilhetnek ki. Ez alapjan csak a

(6,6,6); (6,6,8); (6,6,10); (6,8,8); (6,8,10); (6,10,10); (8,8,8); (8,8,10); (8,10,10); (10,10,10)

oldalhosszt haromszogek johetnek szoba. (2 pont)

Mivel T' = Z—}g szintén racionélis, igy az egyenl$ oldali haromszogek kizarhatoak. Valoban, ha

a € N* akkor T' = #g Z Q. (1 pont)
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

Az (a, a,b) oldalhosszu egyenld szart haromszogek esetén, ahhoz, hogy a teriilet racionalis legyen,

b

az alaphoz tartozo magassdg is racionalis kell legyen. A Pitagorasz-tétel értelmében a 3 és a egy

olyan pitagoraszi szamharmasban szerepel, amelyben a a legnagyobb elem. Innen kévetkezik, hogy a
(6,6,8); (6,6,10); (8,8,6); (8,8,10); (10,10,6); (10, 10,8)
esetek nem megfelelGek, mert
(x,4,6); (z,5,6); (x,3,8); (x,5,8); (z,3,10); (x,4,10)
alakt pitagoraszi szamharmasok nem léteznek (a 10-nél kisebb vagy egyenls szamok korében csak a

(3,4,5), illetve (6,8, 10) pitagoraszi szamharmasok léteznek).
Azt kaptuk, hogy a felsorolt tiz lehetdség koziil, csak a (6,8, 10) oldalt haromszoget kell vizsgél-

nunk. (2 pont)
Ez a haromszog derékszogi, mert (6,8,10) pitagoraszi szamharmas. A koréirt korének sugara

10 6-8
R = o 5, oldalhosszai egészek, igy teljesiti a feltételeket, teriilete T = - = 24 cm?. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)

5. feladat. Egy 2020 x 2020-as tdblazat minden celldjaba tetszélegesen beirjuk a ,, +7, illetve a ,, —”
elgjelek valamelyikét. Egy 1épésben kivalasztunk egy cellat, majd a cella elGjelét megvaltoztatjuk, a
vele egy sorban és oszlopban levé Gsszes cellaéval egyiitt.

Elérhets, hogy véges 1épés utéan a tdblazatban minden elGjel egyforma legyen? Valaszodat indokold!

Padlhegyi- Farkas Ldszlo, Nagyvdrad

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy minden cellaiban megvaltoztathato az elGjel anélkiil, hogy a tobbi
cellaban véltozna az elGjel.

Valoban, valasszuk ki az i. sor és j. oszlop keresztezédésében levd cellat, majd az i. sorban és a
7. oszlopban minden cellanak pontosan egyszer valtoztassuk meg az elGjelét. (3 pont)

Ekkor:

e Az i. sor és j. oszlop keresztez6désében levé cella elGjele 2020 + 2019 = 4039-szer valtozik, azaz
eredeti allapotdhoz képest megvaltozik. (2 pont)

e Az i. sorban, illetve j. oszlopban levs Gsszes tobbi cella elGjele 2020-szor valtozik, azaz eredeti
allapotahoz képest nem valtozik. (2 pont)

e Minden mas cellaban az elGjel kétszer valtozik, egyszer amikor az . sorban és a vele egy osz-
lopban levé elGjelet valtoztatjuk, egyszer pedig amikor a j. oszlopban és a vele egy sorban levé
elGjelet valtoztatjuk. Tehat ezekben a celldkban sem valtoznak az elGjelek az eredeti allapo-
tukhoz képest. (2 pont)
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III. OMMO - XI-XII. osztaly

Tehat az 7. sor és j. oszlop keresztez6désében levs cella elGjelét megvaltoztattuk anélkiil, hogy a

tobbi cella elGjele valtozott volna. Ezért elérhetd, hogy véges lépésben a tablazatban minden elGjel

egyforma legyen. Példéul, ha csak ,, + 7 elGjeleket szeretnénk, akkor az Osszes ,, — 7 elGjeli cella

elGjelét szerre megvaltoztatjuk.

Hivatalbol (1 pont)
[ |

6. feladat. Adott egy ABC' D korbeirhato négyszog és legyen E a négyszog egy olyan belsG pontja,
amelynek az AB, BC, CD és AD oldalra es6 vetiilete P, @), R, illetve S. Igazold, hogy a PQRS
négyszog akkor és csakis akkor paralelogramma, ha E az ABCD koré irt kor kdzéppontja!

Palhegyi-Farkas Laszlo, Nagyvdrad

Megoldds. A megoldashoz tekintsiik a kovetkezd abréat.

,<=" Ha E a kor kozéppontja, akkor EP, EQ, ER és ES rendre felez6merslegese az AB, BC, CD
és DA szakasznak. Ez alapjan az ABC haromszogben P(Q) kozépvonal, az AC' D haromszogben
pedig RS kozépvonal. Igy

PQ || AC' | RS és PQ:%-AC:RS,

vagyis PQRS paralelogramma. (2 pont)

,—" Mivel BAD + BCD = 180°, ezért az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy
BAD nem tompaszog. Vegyiik észre, hogy az APES és EQC R négyszog korbeirhato.

Az APES koré irhato kor F kozéppontja az AE atlo felez6pontja. Ekkor
FA=FP=FE=FS=a ¢ PFS=2-PAS. (1)

(1 pont)
Az EQC R négyszog koré irhato kor G kozéppontja az EC atlo felezépontja. Ekkor

GE=GQ=GC=GR=b é QGR=2-QER=2(180°— QCR). (2)
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(1 pont)
Mivel ABC'D kérbeirhato, ezért BAD + BC'D = 180°, azaz PAS + QCR = 180°, igy az (1)-es
és (2)-es Osszefliggések alapjan

PFS = QGR, (3)
de az F'PS és GQR haromszogek egyenls szartak, ezért minden megfelels szogiik egyenld.
(1 pont)
Mivel PQRS paralelogramma, ezért
PS || QR ¢és PS=QR,
igy a (3)-as Osszefiiggés alapjan FFPSA = GQRA. (1 pont)
Emiatt P =GQ és FP || GQ, igy PQGF paralelogramma, azaz
PQ|| FG ¢ PQ=FG. (4)
Az AEC haromszoghben F'G kozépvonal és igy
1
FG || AC és FG:§AC. (5)
A (4)-es és (5)-0s Osszefiiggésekbd] kovetkezik, hogy
1
PQ || AC és PQ = §AC’, (1 pont)
azaz P() kozépvonal az ABC' haromszogben. Innen kovetkezik, hogy EP az AB szakasz fele-
zémerdGlegese, E(Q) pedig a BC' szakasz felezGmerdlegese. (1 pont)
Mivel ABCD korbeirhato és E két oldalfelez6 merélegesének a metszéspontja, igy E az ABC'D
négyszog koréirt kor kozéppontja. (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[
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