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1. feladat. Oldd meg a valés szdmok halmazéan az

- (244 3v15)® 4210 = 30 - (15 + V15)®°
egyenletet!
dr. Bencze Mihdly, Brasso
Megoldds. Ahhoz, hogy az egyenletnek legyen értelme, x > 0 kell teljesiiljon. (1 pont)

Mivel x = 10'82, ezért a kovetkezd ekvivalens atalakitdsokat végezhetjiik el az egyenleten: (1 pont)

1087 . (24 4+ 3v/15)"8* 4210 = 30 - (15 + V15)'8”,
(240 + 30V/15)'8% — 30 - (15 + V15)'8% 4 210 = 0, (1 pont)

(15 + VT5)°] 30 (15 + VIB)E* 4 210 = 0,
[(15 + \/ﬁ)lgﬂ2 — 30 (15 + v/15)"" + 210 = 0.

Az y = (15 + \/1_5) e jeloléssel az egyenlet y? — 30y + 210 = 0 alakra hozzuk, aminek a gyokei

1 =15+V15 és yo = 15— V15. (2 pont)

Ezeket a gyokoket visszahelyettesitve az y-t megado Osszefiiggésbe. Az elsG esetben a
(15+\/E)lgz =15+15 (1 pont)
Osszefiiggést kapjuk, ahonnan lgx = 1, vagyis z = 10. (1 pont)

A maésodik esetben a 1
(15 +v15)*" =15 - V15

Ig(15—15)

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan lgx = %, vagyis x = 1005+V15) (2 pont)
. 1g(15—15)
Osszefoglalva, a feladatbeli egyenlet megoldasai az z = 10 és az x = 10e(5+V15)

Hivatalbol (1 pont)

2. feladat. Az ABC haromszogben a BAC szoglelez6je a D pontban metszi (BC') oldalt és tudjuk,
hogy AB =15, AC =10, AD = 6. Szamitsd ki az ABC haromszog koré irt kor sugarat!

Madtéfi Istvan, Marosvdsdrhely
Oldh-1lkei Arpdd, Sepsiszentgydrgy
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ITI. OMMO - X. osztaly

Elsd megoldds.

2. AC - AB BAC

Az A szdghdz tartozo AD sz/é%elezé hosszara Vilitkozé AD = AC T AB cos Osszefliggés
2-10-15 BAC BAC 1 —
1 14 = . h = — 1 — O.
alapjan 6 0115 85  ahonnan cos 5 vagyis m(BAC) =120 (3 pont)
Az ABC haromszog teriilete
AB-AC -sin BAC 1510 - sin 120°
T = C-sinBAC _ 15-10-sin120° _ o o o T5V3 (2 pont)
2 2 2
Kiszamitjuk a BC' oldal hosszat az ABC haromszogben felirt koszinus-tétel segitségével:
BC? = AB*> + AC* —2- AB - AC - cos A,
1
BC? =15*4+10*-2-15-10 - (—é),
BC? = 475,
BC = 5V19. (2 pont)
Végiil kiszamitjuk a koré irt kor sugarat:
AB-BC-AC 10-15-5V19 557
R= = = . (2 pont)
4-T 4. %5 3

Hivatalbol (1 pont)
[
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ITI. OMMO - X. osztaly

Masodik megoldds. Bevezetjik a BD =z, DC = y és m(@) = «a. Az ABC haromszogben felirt

ogfelezs-tétel alapja BD _AB h
szoglelezG-tétel alapjan — = = — =, ahonnan
3
= 2. 1
v =y (1)
(1 pont)
Kifejezziik a cos a-t kétféleképpen. Az ABD haromszogben a koszinus-tétel alapjan
AB*+ AD? - DB? 152+ 6% —2? 261 —a? (1 pont)
= == == on
cone 2. AB - AD 2615 180 p
és az AC'D haromszogben a koszinus-tétel alapjan
AC? + AD?> — DC? 102 +6% —y*> 136 —y? 2)
cosa = = = :
2-AC-AD 2-10-6 120
(1 pont)

261 — % 136 —y?
180 120
tesitve az (1)-es Osszefiiggésben kifejezett z-et kapjuk az 3y? = 228 egyenletet, ahonnan y = 2v/19

és v = 3v19.
Kiszamitjuk az BC = BD + DC = x + y = 5v/19 oldalhosszat és a (2)-es Osszefiiggés alapjan
136 =76 1

Ezeket egyenlévé téve kapjuk, hogy , ahonnan 222 — 3y? = 114. Ebbe behelyet-

csa=—pr— =3, vagyis a = 60° és m(B/A\C’) = 120°. (2 pont)
AB - AC -sin BAC 75v/3
Az ABC haromszog teriilete 7' = 251n =75-sin120° = T\/_ (2 pont)
AB-BC-CA 557

Végiil az ABC haromszog koré irt kor sugara R = T =5 (2 pont)
Hivatalbol (1 pont)
[ |

3. feladat. Ha ay,as,...,a, valés szdmok, a; > 1 és a,+1 > a, + 1, minden n > 1 esetén, akkor

igazold, hogy

a) Ay Q11 Z 2(&1 —+ as + -+ an)’

b) ajas + asas+ -+ apan1 > 2> (n—k+ 1)ay.
k=1

dr. Bencze Mihdly, Brasso
Vass Ferenc, Szovdta

Megoldds.  a) Belatjuk az allitast n = 1-re.
Mivel a1 > 1 és ay > a; + 1 > 2, ezért aras > 2ay. (1 pont)

Tételezziik, fel hogy agari1 > 2(a; + as + - - - + ax). Ekkor

A1 @ht2 > Ay (ag +2) = apprar, + 2541
> 2(ay +ax + -+ ag) + 20541 = 2(a1 +ag + -+ agqr). (3 pont)
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ITI. OMMO - X. osztaly

A matematikai indukeio alapjan kovetkezik, hogy a,a, 11 > 2(ay +ag+- - - +a,), minden n > 2
esetén. (1 pont)

b) Az a) alpont alapjan teljesiilnek a kovetkezs egyenlStlenségek:
aias > 2aq

QAo03 Z 2(&1 —+ (12)
asay Z 2(&1 + a9 + a3)

Appr1 > 2(a1 +as + -+ + ay). (2 pont)

A megfelels oldalakat 6sszeadva azt kapjuk, hogy

n

ajas + agaz + -+ + apapyy > 2(na; + (n—ag+---+a,) =2» (n—k+1)ag. (2 pont)
k=1

A fenti egyenléStlenségben egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a,, = n, minden n > 1 esetén.
Hivatalbol (1 pont)
|

4. feladat. Adottak a kovetkezd halmazok:
{1} {3,5}; {7,9,11}; {13,15,17,19};

Jeldlje S, az n-edik halmaz elemeinek Gsszegét. Igazold, hogy

n

(n—2)(n+5) Z n—2(n—|—3)
24(n+ (n+2) Sk 12n(n+1)

dr. Bencze Mihaly, Brasso
Spier Tiinde, Arad

Megoldds. Az elsé n halmaz Osszesen

1
1+2+3+~~+n:—n(n;r ) (1 pont)

darab elemet tartalmaz. Mivel az elsé m darab paratlan szam Osszege

L+34+5+--4+(2m—1)=m?,

ezért
5 - (n(ni )" (n(n; D) _ s (2 pont)

4/8



ITI. OMMO - X. osztaly

Ha k > 3, akkor rendre az alabbi ekvivalens egyenl6tlenségeket irhatjuk:

(k — 1)k:(k: +1) <k < k(k+ 1)(k +2), (1 pont)

(k+1 kt2) = 133 (k — )1(k+1) (1 pont)

%(k(lirl) k+2 ) <% % o 1 - (k1+ )) (1 pont)
:% (wers~ arnas) < Z%( - T )

Y5 <)
%(3%4_(n+1)1(n+2)><§5% %(2-3_n(n1+1)> (2 pont)

Elvégezve a szamitasokat és tényezGkre bontva a szamlalokat, kdvetkezik, hogy

(n—2)(n+5) (n—2)(n+3)
. 1 t
24(n+ )(n+2) Zsk 12n(n + 1) (1 pont)
Hivatalbol (1 pont)
|

5. feladat. Egy (a,b) pozitiv egész szamokbol allo szampart dévainak neveziink, ha az a4 egy

valodi tort és az irreducibilis alakjaban a szamlaldo és a nevezs paratlan. Igazold, hogy ha az
A ={1,2,3,...,100} halmazbol kivalasztunk véletlenszertien 8 darab szamot, akkor biztosan lesz
kozottiik két olyan szam, ami dévai szampéart alkot! Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Vegyiik észre, hogy az (a,b) pozitiv egészekbdl allo szampéar akkor és csak akkor dévai, ha
a = 2%a; és b = 2Fb; alak, ahol a; < by, a1, b; paratlan és k € N. (3 pont)

Legyen
Or={a € A|a=2""p, ahol p paratlan},

minden k € {1,2,3,...,7} esetén, vagyis

O, =1{1,3,5,7,...,99},

O, = {2,6,10,14,...,98},
05 = {4,12,20,28,...,100},
O, = {8,24,40,56, . .., 88},
05 = {16, 48,80},

O¢ = {32,96},
= {64}. (3 pont)
A felsorolt hét halmaz paronként diszjunkt és egyesitésiik kiadja az A halmazt. Mésrészt, minden
ke {1,2,...,7} esetén az Oy halmaz elemeibdl alkotott szampéarok dévai szampart alkotnak.
(1 pont)
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Ha az A halmazbol 8 elemet valasztunk ki, akkor viszont a skatulyaelv alapjan létezik kozottiik
ketté amely ugyanabban az Oy halmazban van, emiatt a két szam dévai szampart alkot. (2 pont)

Hivatalbol (1 pont)
|

6. feladat. Az ABC héaromszogben legyen BC' > AC és legyen D a BC' oldal egy olyan pontja,

~

amelyre BD = AC, és m(ADC') < 90°, valamint m(B) = m(@) = 30°.

1 5
a) Igazold, hogy sinb4° = +4\/_, esetleg hasznalva, hogy egy hegyesszog szinusza egyenld a

potszogének koszinuszaval!

b) Szamitsd ki az ABC' haromszog szogeinek mértékét!

Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorgy

Megoldds.  a) Felhasznélva, hogy 36° és 54° potszogek, valamint 36° = 2-18° és 54° = 3-18°, ezért

sin 36° = cos 54°, (1 pont)
sin(2 - 18°) = cos(3 - 18°),
2sin 18° cos 18° = 4 cos® 18° — 3 cos 18°,
2sin 18° = 4 cos? 18° — 3,
25in 18° = 4(1 — sin* 18°) — 3, (2 pont)

ahonnan a kovetkez6 masodfokt egyenletet kapjuk a sin 18°-ra
4sin® 18° + 2sin 18° — 1 = 0.

“1+5

1 , mivel sin 18° > 0. Végezetiil

Innen sin 18° =

(1 pont)

2
“1+V6)  1+4V5
4 4

sin 54° = cos 36° = cos(2-18°) = 1 — 2sin” 18° = 1 — 2 (

6/8



ITI. OMMO - X. osztaly

Tekintsiik a mellékelt abrat és vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: AC'= BD = a, AD = b és
m(ADC) = «. Innen kapjuk, hogy

m(ADB) = 180° —a, m(C)=150°—a ¢s m(DAB) = a — 30°. (1 pont)
b
Az ADB héaromszogben a szinusz-tétel alapjan ¢ = ahonnan

sin(a — 30°)  sin30°’

a sin(a—30°)
— = 7 1
b sin 30° (1)

a b
Felirjuk a szinusz-tételt az ADC haromszogben is — = , ahonnan

sina sin(150° — «)

a sin o

e a— 2
b sin(a+ 30°) 2)
(1 pont)
Az (1) 6s (2) Gssefitggésekbal kapjuk, hogy S —30%) sina h
z (1) és (2) Osszefuiggésekbdl kapjuk, ho = ahonnan
88 DI, MO8y T 0 300 sin(a + 30°)’
sin(a — 30°) - sin(a + 30°) = sina” - sin 30°,
V3 1 V3 L e
—— - SIn - . . —— . SIn — . = SIn —
5 sina— g - cosa 5 sina+ g -cosa sin
3 . 1 sin o
—-sin“a — = - cos” o = :
4 2
1 :
Z-sinQa—— (1 —sin” o) sn;oc’
. o L.
sin oz—i-smoz——:(),
4sina —2-sina —1=0. (1 pont)

1++5
4 ]

Figyelembe véve, hogy sin a > 0, minden « € (0°,90°) esetén azt kapjuk, hogy sina =
ahonnan a = 54°. Tehat a haromszog szogei m(A) = 54°, m(B) = 30° és m(C) = 96°.
(1 pont)

Hivatalbél (1 pont)
|

Masodik megoldas az a) alpontm Tekintsiink egy olyan ABC' egyenl6 szari haromszoget, amelyben
m(B) =m(C) =72° és a B szoglelezdje metszi az AC oldalt D-ben.
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Vezessiik be az AB = AC = a, BC'= BD = AD = b jeloléseket. Ezek alapjan CD = a — b.
(2 pont)

b
Mivel ABCx ~ BCDa, azt kapjuk, hogy % =7 Ez az sszefiiggés a b + ab — a®> = 0, b-ben
a —
—a =+ a\/g

masodfoku egyenlethez vezet, amelynek a gyokei by o = 5 (1 pont)
Mivel b > 0, kdvetkezik, hogy
—1 bt

b= +\/_ Ca. (1)

Felhasznalva a koszinusz-tételt az ABC haromszogben, azt kapjuk, hogy

2a% — b?
36° = . 2
cos 53 (2)
1 5 1 5
Az {) és Osszefiiggések alapjan cos 36° = +2\/_, innen pedig sin 54° = +2\/_. (1 pont)
[ |
AD DC AC
Masodik megoldds a b) alpontra. Mivel ADCa NAIZACA, ezért 15— AC — BCO Hasznéalva az
AC = a és DC = z jeloléseket, kovetkezik, hogy — = r__* (2 pont)
AB a a+uzx
Ebbél az Osszefiiggésb6l az 22 + axr — a?> = 0 masodfokt egyenletet kapjuk, amelynek a gyokei
—a+ a5 — )
Tio = QTG\/—. Mivel z > 0, ezért csak z = %a\/_ lehetséges. (1 pont)
DC AC
Az ADC' haromszogben a szinusz-tétel alapjan — = ——, ezért
sinA  sinD
—a+aVh=——. (1 pont)
sin a
V541

Kifejezve ebbdl az Osszefiiggésbdl a sin a-t, azt kapjuk, hogy sina =

. Az a) alpont alapjan

4
ez viszont azt jelenti, hogy a = 54°, mivel a € (0,90°). Tehat m(A) = o = 54°, m(B) = 30° és
m(C) = 180° — 54° — 30° = 96°. (1 pont)
|
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